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a 

本 文 总 是 假设 上 是 代数 闭 域 , 且 所 讨论 的 上 -代数 均 是 有 限 维 的 连通 代数 . 给 定 三 个 代数 4， BIC 
以 及 (4,C) - 双 模 M = Mo 和 (C,B) -IUR N = Np, EIA C-HR M 和 作为 C- 模 的 N 的 张 量 定义 为 
是 一 个 上 -向 量 空间 M Q; N 与 C- 双 线性 映射 h:M xN >M ®, N 构成 的 二 元 组 (M OO. N,h) (仍然 简 
记 为 (M Qo N,h)), 使 得 对 任意 -向 量 空间 G 和 任意 C - 双 线 性 映射 h:M x N 一 C， 唯一 存在 -线性 映 
射 g :M,N 一 G 使 得 gh= f (例如 参考 [1] 的 第 二 章 ). 张 量 在 数学 、 物 理 甚至 其 它 领域 有 着 广泛 应 


对 此 其 在 代数 领域 中 占据 了 举足轻重 的 地 位 ,代数 的 同调 性 质 中 BJ, Hochschild [Alia tHe MICS, Zea ie PE 
pe 


代数 的 表示 型 问题 是 代数 表示 论 中 的 核心 问题 之 一 ， 其 研究 包括 对 代数 的 不 可 分 解 表示 的 分 类 与 计 
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一 类 人 四 人 入 型 代数 上 的 不 可 分 解 模 的 同 构 类 


数 , Clebsh-Gordan 问题 加 BID000003， 给 定 代 数 的 表示 型 的 判定 0304, Brauer-Thrall 猜想 (该 猜想 第 一 猜想 
[5110017]018][19][20]21[22 利 第 二 猜想 忆 2]23]24[251026]， 参见 [27] 的 TV.5) 等 . 无 限 表示 型 又 分 为 驯 表 示 型 和 野 表 示 
的 张 量 (以 下 简称 上 - 张 量 ) 的 表示 型 进行 了 判断 ， 并 给 出 所 而 
. 那 之 后 ,文献 [14] 的 作者 进一步 考虑 了 任意 A 型 代数 的 多 重 
示 有 限 的 充分 必要 条 件 ， 并 从 其 推论 4.1 可 看 出 两 个 代数 的 张 
KR 有 限 的 ,例如 包 络 代数 AS := 


数 有 限 的 Nakayama 代数 ， 这 是 一 种 A@A 型 代数 ) 是 表示 有 限 代 数 ， 其 不 可 分 解 模 的 同 


型 . 钢 炎 红 就 对 遗传 A Se oe: 
究 的 张 量 代数 是 驯 / 野 表示 型 的 充分 条 
K - 张 量 , 给 出 了 其 中 一 类 多 重 张 量 代 
殊 的 情形 下 才 有 1 


EH 4 有 是 较为 特 
根 为 零 且 整体 维 


J RE HE ZEA 


A? @, A, (4 是 二 次 Jacobson 


MBN 4n +n? —In +18), 由 于 大 部 分 的 张 量 代数 表示 无 限 , 因此 , 张 量 代数 上 的 不 可 分 解 模 在 同 构 


意义 下 分 类 较为 
本 文 将 聚焦 


义 下 进行 分 类 ,3 
的 表示 型 研究 做 好 预备 


述 . 第 3 


文章 的 这 一 部 分 我 们 将 介 
Waschbusch 在 文献 [29] 中 对 特殊 双 列 代数 的 部 分 工 f, 是 为 了 方便 起 见 ， 本 文 对 所 使 用 的 记号 作出 如 下 
IRIAN, WHO) 表示 其 第 图 , 这 里 第 图 O 指 的 是 四 元 组 由 顶点 
以 及 两 个 函数 5s,t : O, 一 0, 构成 的 四 元 组 0 = (0,,Q,s,?)， 
向 映射 到 此 第 向 的 起 点 和 终点 . 本 文 所 讨论 的 4 - 模 在 不 特殊 说 明 的 情况 下 , 默认 为 右 A - 模 ， 
稍 向 a,，b， 当 1(a)=s(5) 时 其 乘法 定义 为 箭 向 的 复合 ap ; 


约定 . 对 给 定 代数 4, H 
RO MERO, 


的 任意 两 个 


困难 . 


一 类 A QA HKERA A, Q A, (记号 说 明 见 例 D， 对 此 代数 上 的 不 可 分 解 模 在 同 构 意 
ff 给 出 其 不 可 分 解 模 的 同 构 类 数 的 计数 公式 ， A 型 代数 的 多 重 张 量 代数 


CHE. 本 文 结构 安排 如 下 : 本 文 的 第 1 Pe 
数 的 - 张 量 与 特殊 双 列 代数 上 的 不 可 分 解 模 的 刻画 ， 即 Wald-Waschbusch 对 应 定理 . 

交错 V- 序 列 的 概念 ， 并 利用 交错 
节 是 本 文 的 主要 


V- 序 列 和 Wald-Waschbusch 对 应 定理 对 A, @ A, 上 的 不 可 分 解 模 进行 描 
结论 , 包括 不 可 分 解 A, © A, - 模 在 同 构 意 义 下 的 分 类 以 及 计数 公式 . 


绍 一 些 预备 知识 ， 


HO, CERI 


本 文 需 要 的 些 预备 知识 ， 包括 代 
ESB 2 节 ,本文 引入 


预备 知识 
包括 对 代数 的 张 量 及 其 第 图 表示 的 复习 ， 以 及 Wald 和 


其 中 : s,t 分 别 将 QO 中 的 第 
XT O E 
否则 其 乘法 定义 为 0，ab 也 被 称 


作 长 度 2 的 路 径 (path)， 自 然 地 , 我 们 可 以 定义 任意 长 度 的 路 径 以 及 路 径 的 复合 . HE, O, BO, 可 以 自然 


地 被 看 作 长 度 0 的 路 径 的 集合 以 及 长 度 1 的 路 径 的 集合 . 全 体 长 度 ! 的 路 径 构 成 的 集合 
本 文 所 讨论 的 代数 4= kO /I 的 第 图 0, 都 是 
ETH, 且 总 是 加 上 了 是 可 许 理想 . 二 元 组 (2 ,7 ) 称 为 4 的 有 界 前 图 (bound quiver). 上 述 记号 约定 均 


是 沿用 于 [27]. 
1.1 代数 的 张 量 . 


设 4 和 中 是 下- 代数 ， 其 作为 域 上 上 的 向 量 空 间 的 张 量 4@, B 也 是 一 


记 作 Q,. 特别 地 , 
连通 的 ，7 总 是 由 O, 上 的 路 径 的 大 -线性 组 合生 成 的 大 -向 


个 -代数 ， 其 维 数 满足 


dim,(4®, B)=dim, A-dim, B. 显然 , 4 AA B 都 是 有 限 维 k- 代 数 时 ， 则 4@, B 也 是 . 特别 地 ， 如 果 


A4 和 B 都 是 基 代 数 (basic algebra), BUX A (分 
{esi11<igm} (分 别 地 ，E(B)= {es ,|1< j<m}), 
ERZ, WAO, B 也 是 基 代 数 . MA 
特别 当 了 是 可 许 理 


kQ, /Na - 


kOe, 8 /Te s， 


其 完全 本 原 TE eS 


PAH, B) 的 完全 本 原 正 交 款 等 元 组 EA) = 
je 4 关 ey ,A (分 别 地 ，e， 五 关 ep ,B) 对 任意 zz j 


F 意 的 基 代 数 4, 它 总 是 可 以 同 构 于 某 个 箭 图 O, 的 路 代数 4 ,的 商 
EA ane ideal) NT, Q, 被 唯一 决定 . TE, 可 假设 48,B = 
H Cartesian 积 E(A)x E(B) 完全 刻画 ， 其 元 素 写 为 e, Qe 


于 是 ，4 @, B KREO, ;由 E(4)xE(B) 2) 和 下 式 完全 决定 
(€,, ®e,,,)(rad(A ®, B)/rad’(48, B))(e,, es,) 


=, (rad(e,,Ae,,)/rad*(e,,Ae,,)) ® 


= 中 ， 记 号 “位 ， ”表示 k- F 


Ts， 以 及 张 量 的 运算 性 质 自 然 诱导 . 


量 空间 的 同 构 ， 


为 一 方面 ， 


还 可 以 按 
定义 1. 对 两 个 有 界 
H O'@ 0" 是 按 下 述 方 


下 述 方式 定义 有 界 箭 图 的 张 量 . 
界 第 图 (O',7) 和 (0O",7"), 其 图 张 量 (O',7)@ (0", 1) 定义 为 (0'@O",T(7',1")), 其 
式 给 出 的 四 元 组 ((O' ® O"),,(O' ® O"),,s8,t), PRAT Aske (或 有 向 图 张 量 ): 


, (rad(e,, „Bes, )/rad’ (es Beg. )). 


Ek- 线性 维 数 捅 述 了 (i, j) BI, 9) 的 箭 向 数 . 理想 Te g UE 


周 建 国 , X 


— 


Rte. E 


(1) (O'@Q"), =O; xO" 是 Cartesian 乘积 ; 
(2) (Q' 20, = (x07) U (QO’ xo"), 其 中 ， cee QO’ x O" 中 的 元 素 记 作 
OB, ZEO MO DIEE o AO" EKE 0 的 路 径 构成 的 集合 
(3) NEZKA De" 0x0; c8", EX sla 8e!) = (s(a), j), (a @e)= (a), J); 同时 对 
任意 的 e@pe QO;xO'c (0'@0"), 定 义 s(e! 8 B) =(i,5(P)), te} ® p) = (it). 
7(7 ,7 门 是 有 下 述 三 类 大 -线性 组 合生 成 的 上 -向 量 空间 : 
(a) r'e, EH, r 是 了 的 生成 元 :; 
(b) e'@r", 其 中 ,xr" 是 7" 的 生成 元 ; 
(c) (e, ® Bla Be,)-(a Be,)(e, 8 b), KHa:usy, B:ros kei, 如 下 图 所 示 . 


(u,r) 2% (u, s) 


aer [aoe 


(v, r) PETA (r, 5) 


Herschend 指出 ,两 个 有 限 维基 代数 4 和 召 的 上 - 张 量 4@, B WARNE (Oio, slo, 中 与 这 两 个 有 限 
维基 代数 的 有 界 第 图 (0O,,7,) M Op) 的 图 张 量 (2'@ 0" 70 7 门 ) 一 致 , 即 下 述 定理 . 
定理 1. (Herschend [Poposito"3) 4% 4~kO,/1, 4 B=kO,/1, 是 有 限 维 代数 ， 则 
A®, BKk(O'®O")/T(T,T"). 
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图 1 4 ®, 4, mie 


例 1. 用 A, 和 A 分 别 表示 线性 定向 的 Dynkin 型 箭 


1— 2... on, 


一 类 A @ A 型 代数 上 的 不 可 分 解 模 的 同 构 类 


和 Euclid 型 箭 


bn 
Ca ee 
by b2 bn—1 


并 令 4=4 =kA,/rad2(kA,), B=A, =kA,.,/rad2(kKA, 1), W A, @ 4 是 一 类 人 @A BLA BRAK ke AE 
A, 其 第 图 为 如 图 1 所 示 . 
1.2 特殊 双 列 代数 . 
特殊 双 列 代数 是 一 类 重要 的 代数 ， 它 与 gentle 代数 [30] 有 着 密切 的 联系 . Wald 和 Waschbusch 对 特殊 
双 列 代数 的 模范 畴 展开 了 研究 ,并 完全 刻画 了 特殊 双 列 代数 上 的 不 可 分 解 模 和 不 可 约 态 射 [29]. 为 便于 
读者 阅读 ,本 节 将 分 为 三 个 部 分 : 特殊 双 列 代数 及 其 定义 ; V- 序 列 的 定义 及 其 对 特殊 双 列 代数 上 的 不 可 
分 解 模 的 描述 ; 以 及 Wald 和 Waschbusch 的 对 应 定理 . 
1.2.1 特殊 双 列 代数 . 满足 下 述 条 件 的 有 界 第 图 (0O,7) 被 称 为 一 个 特殊 双 列 有 序 对 . 
(1) 了 是 可 许 理想 (admissible ideal); 
(2) 对 任意 给 定 的 ve O,, 存在 至 多 两 个 箭 向 ww ，B e 9,，, 使 得 v= tla)= t8); 
(3) 对 任意 给 定 的 ve O,, 存在 至 多 两 个 箭 向 ww ，P sO , 使 得 v= s(a)= s(p); 
(4) 对 箭 向 w cQ, WRB, p cO E tH(a)=5(B,) =s(B,), Wap, ap, 至 少 一 者 属于 了 ; 
(5) XET Be O,, 如果 存在 a, ，a, c Q eR t(a,)=t(a,)=s(B), Wapa p 至 少 一 者 属于 7. 


定义 2. 当 有 限 维 代数 4 = KO /7 的 有 界 第 图 (0O,7) 是 特殊 双 列 对 时 , 则 称 A 是 特殊 双 列 代 
例 2. 4 Q, An 是 特殊 双 列 代数 . 


1.2.2 V- 序 列 . W A= kO /7 是 特殊 双 列 代数 . 对 有 界 箭 图 (QO,7) =(O,,O,s,t,1)， 定义 (0,7 站 的 形式 逆 
A Fear EE (Q7, I) = (Q, aN 其 中 , 0 =0,, Q'={a>°]acQ}, s(a')=t(a), ta')= 
sla), HIT OT ERK po, oer’ SAMA Gel GE, Wo=a,--a,, EX@'=a'--a'). & 
言 之 , 对 QO 上 的 每 一 个 第 向 @ :i 7 ，(071, 由 ) 为 它 赋 予 了 一 个 形式 逆 @gT1: joi. 自然 地 ， 对 任意 
we QU0O 1 可 以 进一步 定义 (@ =o, 且 对 任意 长 度 0 的 路 ee 0,, 定义 e =e. 


定义 3IP? Definitions2.1,22]， 设 (Q, 7) 是 特殊 双 列 有 序 对 . 
(1) A # at A (0,7) 上 的 长 度 n 的 V- 序 列 (V-sequence) #2 XE (0, DU07, 上 的 序列 
@ = @1.0，…0,， 使 得 : 
— 不 存在 形 如 ww- 的 子 序列 ; 
一 对 wow 的 任意 形 如 w …w, 的 子 序列 (wa seO) Aarra gI; 
- 对 wo 的 任意 形 如 w …w, 的 子 序 列 (wa e 01), 有 wa gI. 
如 果 两 个 V- 序 列 w -00 0, Mo = olo…o' 满 足 o= oo， 则 称 它 们 是 等 价 的 , 记 作 四 = @o'. 特别 地 ， 
规定 0 是 平凡 V- 序 列 . 习惯 上 , 用 [四 表示 与 w 等 价 的 全 体 V- 序 列 构成 的 等 价 类 , AVA 表示 全 体 V- 序 
列 的 等 价 类 构成 的 集合 . 此 外 , 对 ww 上 的 任何 一 条 路 径 gp 和 了 的 任何 一 个 生成 元 x = 也 大刀 ,， 始 终 有 
pzp ALL<i<t) (E p PA r 的 任何 去 系数 分 量 p) W o 是 一 个 无 关系 依附 的 V- 序 列 (V-sequence 
without relation). 全 体 无 关系 依附 的 V- 序 列 的 等 价 类 构成 的 集合 记 作 V(4). 
(2) ARREO, DEKKE n 的 本 原 V- 序 列 (primitive V-sequence) 是 定义 在 (2, 门 U(O-,7D 上 的 
V- 序 列 B = bb Bo 使得: 
— s(B) =f); 
— 对 任意 +>1，pB' 是 V- 序 列 ; 
- IMER VFI, B +p" (122) 
两 个 本 原 V- 序 列 w = 0,0,---0, Ho! = alo)! WR oft] = (RF, oft] RR o0 o, ZX 
里 对 整数 x， 记 号 x 表 示 x 对 7 BANESE 1, 即 Y=xzmodz+leZ/jz), 则 称 它们 是 等 价 的 ， 记 作 
@ = gw'， 仍 用 [w] 表 示 与 w 等 价 的 全 体 本 原 V- 序 列 构成 的 等 价 类 , 用 pV(4) 表示 全 体 本 原 V- 序 列 的 等 价 


eR), x 


Ri, E 


— 
Ezi 


类 构成 的 集合 . 

1.2.3 Wald-Waschbusch 对 应 定理 . 下 面 定理 由 Wald-Waschbusch 给 出 ， 它 # 
可 以 用 来 刻画 特殊 双 列 代数 上 的 不 可 分 解 模 . 

定理 2. (Wald-Waschbusch 对 应 定理 ) 设 4 是 特殊 双 列 代数 ，ind(mod A) 是 其 全 体 不 可 分 解 对 象 的 
同 构 类 构成 的 集合 . 则 存在 满 射 

M ,: V(A)U (pV(A) x 7)—— ind(mod 4), 

使 得 Im(M 4 bya) NMM lavea) =O > AF I RARER ELA EY Jordan 块 构成 的 集合 . 特别 地 ， 
如 果 4 上 的 投射 -内 射 模 都 是 单列 模 ， 则 M ,是 双 射 . 


例 3. 考虑 4 = 4,@, A, 其 有 界 第 图 为 (0,,7,), HHO, = 


my 


出 V- 序 列 和 本 原 V- 序 列 


ea,1&b2 
(1,1) (1, 2) 
€4,18b1 
al@eB,l ai@ep2 
€4,2@b2 
(2,1) (2,2) 


ea,28b1 
I, Brad™kA,, ra kA 以 及 张 量 的 运算 性 质 自然 诱导 . 则 4 上 全 体 V- 序 列 (在 等 价 意义 下 ) 可 分 类 如 下 : 
(1) 长 度 0 的 V- 序 列 : 共 4 个 , 由 箭 图 的 四 个 顶点 给 出 ; 
(2) 长 度 1 的 V- 序 列 : 共 6 个 , 由 箭 图 的 箭 向 集 给 出 ; 
(3) 长 度 2 的 无 关系 依附 V- 序 列 : (a, Depe, 8b)", (a@ess)(er;8b)', (a Qep) (e11 8b) 
(a Depa) (en @b,); 共 4 个 ; 
长 度 3 的 无 关系 依附 V- 序 列 : 共 2 +: 
= (e41 @b)" (a ® es1) (e12 @b,)" 
= (ex ®b,) (a, Beza) (C42 8b)” 
(5) KÆ 4 的 本 原 V- 序 列 : 
-=a 8 ep1)(€42 ® b(a & ep3) (e,i © b)” ， 
-p= (el @b (a, ® Ep1)(@42 @b,) (a, & e) > 
(6) KE V- 序 列 , 它们 都 不 是 无 关系 依附 的 V- 序 列 . 
HELA JB (1) U (2) U3) U (4) = V(A) 的 序列 中 ，M,([o]) 是 不 可 分 解 4- 模 , HM, k 是 单 射 . 而 
对 于 Bp (i=1,2), 则 是 : 


(4 


wa 


P Ys, UUR =] HA =]; 
MLB) = k _ 


EH, J (Aye J 表示 特征 值 为 4 Hn WY Jordan 块 ， P(s(B)) 是 对 应 于 点 s(B)e(O,), 的 不 可 分 解 投射 模 
( 且 易 见 它 是 不 可 分 解 的 投射 -内 射 模 ). 对 于 任何 属于 (6)=V(4)\V(4) 的 V- 序 列 w, 此 时 是 M ,([@])=0. 
可 见 , 映射 M ,给 出 了 4 = A, Q, Ar 的 全 体 不 可 分 解 模 , 共 18 个 . 
2 交错 V- 序 列 

从 文章 的 此 处 开始 ,始终 记 A, 9, An NA, 并 用 (@4 L 表示 其 有 界 箭 图 本章 将 引入 交错 VIFA 
的 概念 ， 并 用 它 给 出 不 可 分 解 - 4 模 在 同 构 意 义 下 的 分 类 . 
2.1 交错 V- 序 列 . 

定义 4 AANE (O ,1 ) 上 的 交错 V- 序 列 (alternate V-sequence) @=@0,°-@, (00 E 
OUO-) 是 同时 满足 下 述 条 件 的 V- 序 列 : 
(1) 对 任意 1<i<1, 如 果 @w,e (O04) 则 wwes(2 )7; 
(2) 对 任意 1<i<1, WR o, (04 7, Mo, El) 


一 类 人 @A 型 代数 上 的 不 可 分 解 模 的 同 构 类 


显然, 交错 V- 序 列 一 定 是 无 关系 依附 的 V- 序 列 . 由 于 所 有 V- 序 列 可 以 分 为 交错 VV- 序列 和 非 交 错 V- 
序列 两 类 ， 因此 通过 下 面 引 理 可 知 (@, ,7 ) 上 的 无 关系 依附 的 V- 序 列 都 是 交错 V- 序 列 ( 即 推论 1). 


引 理 1. 任 取 weV(4) 使 得 上 存在 一 条 长 度 2 的 子路 wo，( 即 wo， 
里 不 失 一 般 性 地 假设 前 者 成 立 ), M00, AL, 的 茶 个 生成 元 的 去 系数 分 量 . 

证 . 根据 例 3, Do, LAW a @e,,, 或 者 形 如 e,,@b,. Ha, =a Qe, IHE) = slon) 可 
REST a @ es p 或 者 等 于 e n Db EOD e M 

0,0, = (A; @ eg (Aix, Deg j) = aa Oly ET; 
与 V- 序 列 的 定义 矛盾 . 所 以 wm, = en @b,. 而 对 于 后 者 ， 
r := (a, Qez) (Eii @b,) ee @b,) (a, ® es ja) = 

=(4, Qez Cg: Qb) EF 的 去 系数 分 量 . X o, =e,,®@b, 的 情形 , 证 明 类 似 . o 


<O ,或 OO eO .这 


知 w 


t+] 


t+1 


且 r 是 7 的 生成 元 . ww 
HE 1. (QO, ,1 ) 上 的 V- 序 列 是 无 关系 依附 V- 序 列 当 且 仅 当 其 是 交错 V- 序 列 . 


UE. 由 交错 V- 序 列 的 定义 ,可 知 每 个 交错 V- 序 列 是 无 关系 依附 V- 序 列 . 反之 ,， 设 中 是 无 关系 依附 V- 
序列 ,但 不 是 交错 的 , 则 ww 上 必然 存在 长 度 2 的 路 径 wo (oo se(2 ROO E 根据 引 


t+ 


理 1, 可 知 存在 /上 某 个 交换 关系 >， 使 得 ww ,是 的 某 个 去 系数 分 量 ,这 与 无 关系 依附 V- 序 列 的 定义 
矛盾 . 所 以 中 是 交错 VŽI. o 


2.2 My 93, 的 像 . 


引 理 2.(1) 对 任意 we V(A,)\ VA), AM, ([@])=0. 

(2) 对 任意 weV(A)， 当 wz0 时 ， A M, ((o)) #0. 

G) WES o|pVv(A,), M, (lol, J,(A #0) 40 SERS n=1HA=1. 
(4) M, ko ¥ at. 


V(A,) 


证 . 首先 , 注意 到 对 任意 不 可 分 解 投射 iO, /J - 模 P，radP 或 者 是 单列 模 , 或 者 是 两 个 不 可 分 解 单 
列 模 的 直 和 ,其 中 ，.J 的 生成 元 由 7 中 的 零 关 系 ( 即 全 部 长 度 2 的 路 径 ) 给 出 ， 即 : 
J, =((a, Qe, a 1 Oe,), (e4; Qb, es; Db) |lsu<nlsisn;v,j eZ/n). 

当 radP 是 两 个 不 可 分 解 单列 模 的 直 和 时 ，P 不 是 投射 -内 射 模 . 当 P 是 投射 -内 射 模 时 ，radP 是 单列 模 . 
因为 有 限 维 磊 - 代 数 上 的 不 可 分 解 模 的 顶部 topP = P/radP 是 单 模 , 因此 当 radP 是 单列 模 时 ，P 一定 也 
单列 的 ,此 时 得 到 己 也 是 单列 的 . 所 以 不 可 分 解 的 投射 -内 射 kO, /J - 模 是 单列 模 . 然后 根据 定理 2, 
到 Mig, iy, 是 双 射 . 

其 次 , OL, 的 全 体 交 换 关 系 ( 即 形 如 (w @ es ,) (ern Qb) - (Cy, @,) (a, 8 ezja) = 7; HERI) 
构成 的 集合 为 C= 岂 ,11<si<ml<s7< 相 ， 并 自然 地 记 C+] ={,4+4,|1Si<nls jn}. 于 是 得 到 下 
述 满 同 态 


Er 


m: kO, [Ta —> (kQ, Ja) KC +A,) = kQ, [L =A. 
它 诱导 了 如 下 交换 图 : 


G 
VEQ, /J,) UpV(KQ, 4) D Z V(A,)U(pV(A,)) 


Myo, J1, [bijection surjection |M , 


ind(mod(kO, /J, )) ind(mod A, ) 


F 
图 2. 交换 
其 中 GE FAG, 只 是 映射 而 非 函 子 ， 且 上 述 交 换 图 亦 可 通过 定理 2 以 及 Wald-Waschbusch 在 文献 [29] 


PR] 3 


eR), x 


th. E 


— 
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中 的 相关 工作 指出 ): 
。 对 (2, ,J ) 上 的 (本 原 )V- 序 列 o, 若 其 同时 也 是 (9, ,7 ) 上 的 (本 原 )V- 序 列 @w, WG (Mlo =o]; 
大 ww 不 是 (9 ,14 ) 上 的 (本 原 )V- 序 列 w, 则 G([@])=[0]; 
。 由 xz 是 满 射 知 任意 A, - 模 都 可 以 被 自然 地 看 成 4O, /J。- 模 , 因此， 存在 单 射 从 ind(mod A,) 到 
ind(mod(kQ, /7 )) (IH Fe, M F, HF. 按 下 述 方式 给 出 : 对 任意 不 可 分 解 的 kO, /J - 模 M ， 
车 存在 不 可 分 解 A,- 模 NN 使 得 Fi(N)=M, MF (M)=N; 否则 F(M)=0. 
由 推论 1, 对 (@, ,4) 上 的 (本 原 ) V- 序 列 w， 它 看 到 (O, ,7 ) 上 的 (本 原 ) 序列 时 ， 有 如 下 情形 : 
@ OTEO, ,1,) 上 的 (本 原 )V 序 列 , 此 时 ,在 w 上 存在 一 条 QO， 上 的 路 径 ,该 路 径 属 于 了 7; 
(b) [w]e V(4,)\V(4,), Bho EO, ,1 ) 上 的 V- 序 列 , 但 不 是 无 关系 依附 的 ; 
(© [ale V4); Mott (Q, ,1 ) 上 的 无 关系 依附 V- 序 列 ; 
(d) [w]epV(4,). 
下 面 证 明 (1). 对 任意 we V(A,), HAMA, J.) ERN Velo, 有 
M, (lo) = M, (G, (lol) = F, (Mo, ju, CoD); (*) 
对 任意 wepV(4,), 将 其 视 为 (2, J.) EWER Volo, 有 
M, ((@],J,(4 #0) = M, (Gloh, I,A) = FM o, u, Cel), (A) - 
考虑 we V(A,)\ V(A,) (GV(4,)) 属于 分 类 (b) 的 情形 ,此 时 , 在 w 上 存在 长 度 2 的 路 op 是 某 个 的 生成 元 
去 系数 分 量 〈 记 该 生成 元 为 a8- cwB') 对 应 地 ,将 它 视 为 (@, J)ER V-A, Mo, i), të Fr 
的 意义 下 没有 非 零 原 像 . 这 是 因为 ,如 果 存 在 0 N sind(mod A) 使 得 Fi(N)=M [o], MXN 的 
aren) #0 Nesa = Nesas Nera = Nesp, Nera = Nexpr> Nep = Ney EF. 
由 此 推 知 N 对 应 的 V-Fe IVA EU app 的 子 序 列 . 再 由 定理 2，N 对 应 的 V- 序 列 只 能 是 无 关系 依 
附 的 , 这 与 gap -op'e 1 FE. 因此 必 有 FF(M js, Le) =0- 再 由 (*), BLAM, ([o]) =0. 同 理 考虑 
w 属 于 分 类 (c) 和 (qd) 的 情形 ， 可 证 明 (2) 和 (3). 
下 面 证 明 (4). 由 (1) 和 (2) 可 知 若 存在 [@], [ee VA) EEM, (Ca) =, Mo W 
Mio, ju, COD = F, M, Co) = FM, CoD) = Mo, s, M'D: 
H Mig, jy 是 双 射 , 可知 在 (@, J) EA [ol=[o'], FEG, o=) MEg) EA o=o]. 
所 以 ， M, 到 二 是 单 射 . m| 


V(A,) 


KO JIa, ( 


箭 图 表示 N Ves (Ne,, Piao, 


FQ, 


len 4 ®, 4, 上 的 不 可 分 解 模 进行 完全 分 类 . 首先 , 由 引 理 2 (3), 可 知 4 上 的 不 可 分 解 模 可 
以 分 为 两 个 部 分 : 对 应 于 交错 Vy- 序列 的 不 可 分 解 模 和 不 可 分 解 的 投射 -内 射 模 . 更 精确 地 说 ， 有 下 述 定理 : 


定理 3. 存在 双 射 


V(A,) UpV(A,) —— ind(mod A, ) 
Hoe V(A,) RAIA M, (Mo Be pV(A,) 映射 为 MA (LO. 


证 . 由 引 理 2 HOTAM, ko 是 单 射 ， 所 以 V(A,) 与 im(M, ,AD) 在 映射 MA 的 意义 下 一 一 对 应 . 
再 者 , 对 每 个 BepV(4,)， 由 引 理 2 的 (G3) 可知 Mi (6,J,()) 40 当 且 仅 当 n=1 且 4=1, 且 更 精确 地 
说 , Æ KO, /74 中，Mio, jy BLI, A) =Mio, p, LIU AERA] n=mHAap (这 是 
因为 Mio j, FERI, ILIE 2 的 证 明 ) 所 以 , 由 图 2 所 给 的 交换 图 ， 可知 
Mio, Jz, (8170) = F (Ma CALO) =F M, (8L) = Myo, n, 8'170). 
> ([817 0) = 81,70) 
于 是 [B]=[B]， ZARE M, lvrapevwy HEH. TEM, 按 下 述 图 示 诱 导 了 从 pV(4) FI PI(A,) 


一 类 入 @ 人 和 型 代数 上 的 不 可 分 解 模 的 同 构 类 


= { 不 可 分 解 投射 -内 射 4 - 模 } 的 双 射 . 


pV(A,) 242, pv(A,)x {TD} = (870) Be pV(A,)} +> PI(A,). 
最 后 ， 由 于 对 其 它 V- 序 列 we V(A,)\V(A,), BIE 2 HOM, (fo) =0. 所 以 ， 


ind(mod A,) = im(M ,, lyg) UPI(A,)- 
由 定理 2 ( 即 im(M， , kad in, hivas) =O) 可 知 上 式 右 侧 的 并 集 是 不 交 并 , ARR T A 
V(A,) U pV(A,) > VA) U OYA x {,(D}) +> im, lea) UPI(A,) = ind(mod 4,). o 


推论 2. A,= 4 @, A 上 的 不 可 分 解 模 要 么 是 不 可 分 解 的 投射 -内 射 模 ,要 么 是 交错 V-sequence 对 应 
的 模 . 进一步 地 ,在 同 构 意义 下 ,不 可 分 解 A - 模 的 个 数 为 2n” n on. 
证 . 定理 3 给 出 了 不 可 分 解 4,- 模 在 同 构 意义 下 的 完全 分 类 . 因此 , 要 计算 不 可 分 解 4 - 模 的 同 构 类 


数 ， 只 需 计 算 V(A4)UpV(4,) 的 元 素 个 数 . 首先 ，VC4) = VAL 是 偏 序 集 ， 其 中 ,对 任意 两 个 交错 V 
FZ o,a € V(4,), WY ozo Hoco 定义. n V(A,) 的 极 大 元 素 存在 ， 其 总 是 形 如 
(24, 8b) (4,_, Deam) (GP ı Ob.) (an2 “(ex ;Bb —) (a, Qe 5 (e, 1@ 0D 


J+l es a jin B,j+(n-l) 
其 中 ， 对 整数 x， ee 1; 它们 的 长 度 均 为 2n -1， 共 nn 个 . 
因为 任意 交错 V- 序 列 一 定 是 且 唯 地 是 的 某 个 极 大 交 it V- 序 列 的 子 序 列 , 所 以 长 度 >1 的 交错 V- 序 
列 由 极 大 交错 V- 序 列 的 子 序列 完全 决定 ,其 总 数 为 nC? .又 ,长 度 0 的 交错 V- 序 列 总 数 为 入 图 的 顶点 数 
n; 不 可 分 解 投 射 -内 射 模 的 同 构 类 数 为 n(n -1) ,于 是 , 不 可 分 解 模 的 同 构 类 数 为 nC? +n? + n(n —-1) = 


WW+n?—n. o 
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